SALLTUTA NMOLOATAKA

LLingopoBak€ jaBHUM KIiby4eM U
Xew doyHKuunje

YBog y Teopujy bpojeBa



[1pernen

* buhe objaliHeHo:
— NpocTn 6pojeBu
— Fermat-oBa n Euler-oBa Teopema
— TecTupane nNpocTocTn 6poja
— NPOCTN KOPEHWU
— ONCKPETHU riorapnutmMu



[TpocTn OpojeBn

NPOCTN Cy OHN BPOjeEBU KOjU HEMAjY OAEeSbEHUKA
ocum cebe n jeanHuue

— He MOry ce 3anucaTtu Kao npousBog Apyrux bpojesa
— 1 je npocCT, anu reHepanHo HMje o4 NHTepeca

HNp. 2,3,5,7 cy npocTu, 4,6,8,9,10 Hucy
NPOCTM DPOjEBU CY Y LIEHTPY Naxke y Teopunju
bpojeBa

nucrta npoctux bpojeBa mawunx oa 200 je:

2 35 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59
6l o7 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127
131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181 191

193 197 199



[1lpocTa dhakTopmsauuja

* dbakTOpM3oBaTn OPOj n 3HaA4YM HanucaTu ra Kao

npousBo Apyrux bpojesa:
n=a X b x cC

« doakTopu3aumnja bpoja je penaTtuBHO TELLKA Y
O4HOCY Ha MHOXeHe hakTopa aa ou ce oobuo
6poj

 [lpocTta dhakTopusaumnja bpoja n je kaga ce
HanuLle Kao Npom3Bof NPoCcTnx bpojeBa
— HAP. 91=7x13 ; 3600=2%x32x52



[1lpocTa dhakTopmsauuja

* Y onwTem criyyajy MOXe ce HanucaTu:

a= I

npu Yemy je a, 2 0 PEP
« Tapa ce BpeaHocT 6poja moxe npeacraBuTn nomohy
KoedpumumjeHaTa pasnnyumTmx og Hyna
- 12:{a, =2, a3 =1}
- 18:{a, =1, a3 =2}
- 91:{a;, =1, a,53=1}
 MHoOXeHe aBa 6poja eKBUBASIEHTHO je cabupary KOpecnogeHTHUX
eKCroHeHaTa
— 12*18 = (22*3) * (2*32) = 216
- a,=2+1=3;8;=1+2=3
— 216=23*33=8*27



Y3ajamHo npoctu 6pojesn n GCD

e OBa bpoja a u b cy y3ajaMHO NPOCTUN aKo
HeMajy 3ajeOHNYKor gerbeHuka seher og 1
— HOp. 8 & 15

* MOXE Cce oapeanTn HajBehu 3ajeHNYKN
genunad ynopehyjyhu npocty paktopusauunjy
bpojeBa u kopmuctehn Hajmare cTeneHe

— HOP. 300=2%x31x5% 18=21x3“ pgakne
GCD(18,300)=21x31x5%=¢



Fermat-oBa Teopema

° ap_l

1 (mod p)
—rge je p NpocT U gcd (a, p) =1

* KOPUCHO Yy TeCTUpamy aa N je 6poj NpocCT
N KoL, JaBHUX KIby4yeBa



OjnepoBa du PyHKUMja d (n)

Kaga ce pagun aputMmeTmka no moayny n
NOTNYHU CKyn ocTtaTtakaje: 0..n-1

peayKkoBaHU CKyn ocTtaTtaka 4YnHe oHU bpojeBu
KOJU CYy y3ajaMHO NPOCTU Y OOHOCY Ha n

— HNp 3a n=10,

— MOTNYHM cKyn ocTaTtaka je {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

— pegykoBaHu cKyn ocTtaTaka je {1,3,7,9}

6poj enemeHaTta y peaykoBaHOM CKyny ocTaTaka
ce Ha3uBa OjnepoBa du dyHkumja dp(n)



OjnepoBa du PyHKUMja d (n)

na ou ce nzpadyHano d(n) noTpedbHo je
npebpojaTn KONMMKo nMma enemeHara koju he
OUTU UCKIBbYYEHM

noTpebHa je npocTa dpakTopusauymja, anu
—3ap (pnpocT 6poj) & (p) = p-1

— 3a pg (p,q npoctn bpojeBn) ¢ (pq) = (p-1) (g-1)
HIP.
- ®(37) = 36

-0 (21) = (3-1)x(7-1) = 2x6 = 12



OjnepoBa Teopema

* reHepanusauuja Fermat-oBe Teopeme
e 3% = 1 (mod n)
—rpe je ged(a,n) =1
* HIp.
- a=3;n=10; & (10)=4;
—ngakje 3*= 81 = 1 mod 10
—a=2;n=11; &(11)=10;
—makJge 219 = 1024 = 1 mod 11
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TecTnpame npocTocTn 6pojeBa

* 3a KpunTtorpadgcke anroputme, BaxxHoO
n3abpaTtun Ha cny4ajaH Ha4YnH jegaH unu
BULLIE BENMUKUX NPOCTUX BpojeBa

* 3aQaTak je ogpeauTn ga nu je gaTtu
BENMKM Opoj nNpocT?

* He NOCTOjU jegHOCTaBaH, a yjegHo
edpnkacaH Ha4ynH 3a NocTmlame
NOMEHYTOr
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Miller-Rabin anroputam

« CNyXu 3a TeCcTMpare NPOCTOCTUN BENUKUX
b6pojeBa
« CBaku HenapaH no3nTtmeaH Leo bpoj n = 3,

MOXe ce HanmncaTtu kao n — 1 = 2%q, npu
yemy je k > 0 n g HenapHo.
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Miller-Rabin anroputam

* AKO je p npocT 6poj 1 a NO3NTUBAH LIEO
6poj makn oa p Taga je a> mod p = 1, ako
M camo ako jeamod p =1 unu
amodp=-1modp=p-1.
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Miller-Rabin anroputam

* Heka je p npocT 6poj Behu og 2. Moxemo
na Hanuwemo p — 1 = 2Xg, npu yemy je
k>0 n q HenapHo. Heka je a buno koju ueo
bpojyonceryl<a<p-1. Tagaje
McnyweH jeaaH og cnegeha gsa ycnosa:
—ad =1 (mod p) nnu
_a?ta=z-1 (mod p), roe 1 <j<k.
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Miller-Rabin anroputam

* AKO je n npocT bpoj oHAa je unu NpBu
enelvleHT y NINCTK ocTaTaka (a4, a9, ...,
a2ta, g2 q) no Moayny n jegHak 1 unu je
HEKN o HapeaOHuXx jegHak n — 1,y
CynNpoOTHOM N Huje npocT 6poj. Ca apyre
CTpaHe, YKOJTUKO je YCIOB UCTMYH-EH He
MOpa da 3Hayu ga je n npocT 0po;.
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Miller-Rabin anroputam

TEST (n)

Pronaci k>0 | neparno g, tako da je
n—1=2kqg

|zabrati nasumichoa, 1 <a<n-1

If a9 mod n = 1 then return "mozda prost”
Forj=1to k—1do

—If a?a mod n = n — 1 then return “mozda prost”
Return “nije prost”
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Miller-Rabin anroputam

e N=29
n—1=2%7;a=10; 10’ mod 29 = 17;
(107)2 mod 29 = 28; “mozda prost”

e Nn=221
n—1=2%55;a=>5;5>mod 221 = 112;
(5°°)2 mod 221 = 168; “nije prost”
a=21; 21> mod 221 = 200;
(21°°)> mod 221 = 220; “mozda prost”
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Miller-Rabin anroputam

* BepoBaTHoOha aa 3a 6mno Koju
HenapaH 6poj N Koju HWje NPOCT U
HacyMU4HO n3abpaHo a anroputam
BpaTn “mozda prost” nsHocm make
of V4. 3a t nsabpaHmx BpeaHOCTH 3a
a BepoBaTHoONha ga cBu npohy ca
OBUM OAroBOpOM je marsa of (Va).
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[1pOCTU KOpeHn

* n3 EuleroBe Teopeme nmamo a?™=1 (mod n)
e pa3aMoTpUMo a™=1 (mod n), GCD(a,n)=1

— Mopa da Baxu 3a m= (n) ann moxe dUTK MaHe

— Kaga cTteneHoBawe aohe 4o m, UMKnyc ce NoHaBba

71 = 7(mod 19)
72 =49 =2x19+ 11 = 11{mod 19)
72 =343 =18x19+ 1= 1{mod 19)
74 =2401 =126 x 19+ 7 = 7(mod 19)

77 = 16B07 =884 x 19+ 11 = 11{mod 19)
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[1poCTU KOpeHU

Ctenenu uenux bpojesa no moayny 19

13
15
17

11
12
16

14
10

18

11

11

11
11

11

11

15
11
12
10

13
17

18

A 01 O © -

R © o OO B

18
18

18

18

18

18

18
18

18

17
16

16
17

15
10
16

17

11

12

14

18

N P P NN PR RN

I e s
[ [

12

12

11

11

18

11

18

12

18

10
13

16
11
12
17

15
14

18

L N e = e e e o e e e e N = =

20



[1IpOCTU KOpeHW

ako je Hajmawn m= p(n) Taga ce a Ha3muBa
NMPOCT KOpPEeH 3a n

3Ha4aj npocTuX KopeHa orrnena ce y ToMe LUTO
YKOJMKO je a MPOCT KOPEH 3a n TaJa Cy HeroBu

EKCIMOHEHTH

3, 3%,..., 3

pas3nuunTn (No Moayny n) v y3ajaMmHO NPOCTU
can.

KoHKpeTHO 3a npocT bpoj p, KOMe je a NpoCT
KOPEH, CYKLLECUBHU CTENEHU Of a "reHepuLly”
rpyny no mod p

OBW CYy KOPUCHW anun penaTmBHO TELLKN 3a
NpoHanaxehe



[lnckpeTHN noraputmm

NHBEP3aH Npobriem eKCnoHEHTM3auUmMju je aa ce npoHahe
OVUCKPETHU norapmutam bpoja no moayny p

TO NogpasymMmeBa HanaXewe X rae je a* = b mod p
3anncaHo Kao x=1log, b mod p UM x=dlog, ,(b)

aKo je a NPocCT KOpeH OHAA YBEK NOCTOjU pellere, Y
CYNpPOTHOM MOXe Oa He MNOoCTOojU

— X =10og; 4 mod 13 (3Ha4n 3* = 4 mod 13) Hema peLlere

— X =1log, 3 mod 13 = 4 nokyLwwaBaweM CycegHUX CTeneHoBaHa

OOK je eKCNoHeHTn3auuja penaTtmBHo je4HOCTaBHa,
Hanaxekwe OQUCKPETHUX floraputama je Texak npobnem

22



